10.1.3  Spojitost funkce, limity funkce |

Predpoklady: 8301

Pedagogicka poznadmkaPostup, ktery pouzivam pro zavedeni limit a spsjitgilis
neodpovida tomu, co se piSedebnicich, ale 1 se rozhod&é oswdcil. Studenti
se ve dvou hodinach néujak z grafi poznat jednotlivé druhy spoijitosti a limit a
tak mohou po zvladnuti definice spojitosti v Bpgestavovat naprostogtsinu
definic sami.

Pedagogicka poznamkaPokud budetedit tuto hodinu podle tétodebnice, chil bych Vas
poprosit, abyste obrazky, na kterych jsou ¥lewany nove pojmy bdi kreslili na
tabuli nebo promitali tak, abyste v nich mohli pii@ukazovat, jak se hodnaty
blizi k bodu a hodnoty se blizi k jinému rukama. Tato hodinaipatezi ty, kdy
je witel opravdu nenahraditelny.

V této hodirt se budeme snazit pochopit vyznam tefngpojitost funkce a limita funkce na
piikladech (obrazcich). NasSim cilem v Zadné&ipaut nebude fesné matematické popsani
toho, jak je mozné dokazat, zgaka funkce spojita je nebo netiijakou ma funkce

v kterém bod limitu.

Spojitost
Spojitacéara -¢ara nakreslena jednim tahem:

Nespojitacara —¢ara, ktera je ferusena (napsanadwa nebo vice tahy)

N

Stejnym zfisobem niZzeme rozliSit spojitost funkce podle grafu (poprak@teno neni to
moc matematicke).




Céra grafu funkce jefprusené= funkce

Funkce je spoijita (Iépereteno spojita neni spojita
v kazdém bod definicniho oboru), protoze piesrEji: neni spojita v bo&l x =2 (v tomto
¢ara jejiho grafu neni nikdeggrusena. bod doSlo k peruseni), v ostatnich bodech

spojita je (tantara gerusSena neni).
Situace na pravém grafu si zaslouzi blizSi prozkimim
* pokud se budeme k bodu 2 blizZit f#e zprava, dostaneme se do bodu 2 aniZz bychom
museli Feskakovat ferusené miste> funkce je v bod 2 spoijita zprava
» pokud se budeme k bodu 2 blizit g@e zleva, musimerpskd@it pieruSené misto,
abychom se do bodu 2 dostati funkce neni v bod 2 spojita zleva

Pedagogicka poznamkal obou gedchozich i vSech néasledujicich obragdilchazi k tomu,
Ze rekteri studenti az $lis peilive obkresluji kazdou (i nepodstatnou) drobnost
(spiSe neZ o neschopnost jde o zdrZzovaci Umystyant na tom, Ze kazdy musi
kresleni obrazk stihat a vynechavani nepodstatnych diefaikoiasti jejich
ukolu.

Pr. 1: Rozhodni, zda jsou nasledujici funkce spoijité. Bigkou nespojité, najdi body
nespojitosti a rozhodni, zda jsoudchto bodech spojité alespaleva nebo zprava.
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Neni spojita v bodl 0. Je spojita. Neni spojita v beéd.

V tomto bo@ neni spojita ani Hodnotu v tomto bogima, ale
zleva ani zprava (nema ¥m neni v #m spojita ani zleva
viabec hodnotu) ani zprava.

Limita



+
O limité jsme uz mluvili v kapitole o posloupnostedim 3n 1=3

n- oo n
* 1 vzhledem k rostoucimuhraje jednika stale menSi roli a zlomek se neustale

priblizuje zIomkuE =3
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* pokud u@dlame kolenxisla 3 na osg libovoln¢ Uzky pas, pokazdé najdeme takoye
ze vSechny hodnoty posloupnostigabudou v tomto pasu lezet

= ,hodnoty posloupnosti séuji k ¢islu 3 tak, Ze mezi posloupnosti a 3iwane Zadna
dira“

Je rozumné mluvit o limitach u funkci? Mohou se gt funkci k géemu blizit?

* Hodnoty funkce se pmjdouci k nekonénu blizi k 1 (stejna situace jako u
posloupnosti)= funkce ma v nekoreu limitu 1. Pisemdim f (x) =1.

* Pro funkci se mizex blizit také k- : hodnoty funkce pra jdouci k nekonéu
rostou nade vSechny meze (blizi s® k= funkce ma v minus nekoru limitu oo

Pisemelim f (x) =oo (protoze jde o nekokiro, budeme ji stefhjako u posloupnosti
ifikat nevlastni).

Je mozné mluvit u funkci i o jinych limitach nezw a —o ? Podivame se na graf gjakéem
bock:



KdyZ se hodnotx blizi k =2, blizi se hodnotyke 2 (ogt by se tam nenasly Zadné mezery)
= funkce f (x) ma v bod -2 limitu 2. Pisemdim f (x)=2.

 limitu tohoto typu u posloupnosti nenajdeme (mex\bposloupnosti jsou diry)
» zda se to zbytmé, protoze u nakreslené funktﬁt{x) najdeme podobnou limitu

v kazdém bo&a vzdy se bude rovnat fuktki hodnog, ale u méa hezkych funkci to
tak zbyt&né neni.

Abychom odlisili |iIT_12 f (x) =2 od predchozichiikame jilimita ve vlastnim bod€ (do
predpisu funkce opravduiieme dosaditislo -2)

Limitam lim f (x) =1, lim f (x)=co fikdmelimity v nevlastnim bodé (nekonéna do
piedpisu dosadit nedokazeme).

Pedagogicka poznamka#¥i uréovani limit postupuji studenti ztyaé rozdilnou rychlosti.

Pro rychlejSicast studerit je piipraven pgiklad 5, ktery jim pece jenom &aky ¢as
zabere.

Pr. 2: U nasledujicich funkci ar limity v nevlastnich bodech a limity ve vyzfenych
vlastnich bodech.
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Situaci kolem bodu 2 si rozebereme pod«gibn

pokud se k bod =2 blizime zprava (od&Sich hodnot), zda se nam, Ze hodnoty
se blizi¢islu 2= Iin; f (x)=-2 (limita zprava v bod2 se rovna —2)

pokud se k bodx =2 blizime zleva (od mensich hodnot), zda se narhpdeotyy
se blizigislu 2= lim f (x)=2 (limita zleva v bod 2 se rovna 2)
X2

protoze i blizeni k x =2 z obou stran seyblizime k tiznym¢istim, nemiZzefict,
Ze by se hodnota funkcg(x) pro x =2 blizila k rgjakémugislu = lim (x)
X -

neexistuje



Pr. 3: U nasledujicich funkci dr limity v nevlastnich bodech a limity ve vyztenych
vlastnich bodech. Pokud ¥jakém z vyzn&enych bod limita neexistuje, ui
(pokud existuji) jednostranné limity.

Pedagogicka poznamkas lim f (x) =2 ma hods student problém, plete jef (2) = 4,

proto nasleduje dalSi rozbor, ktery b¢lmejasnosti odstranit.

PFr. 4. Je mozné zimit hodnotu funkce proax=2 na pravém obrazku zgxchoziho
piikladu tak, aby:
a) funkce byla spojita
b) neexistovaldim f (x)

- a) pokud ma byt funkce spojita, musime odstrajiipjetrzeni tim, Ze kotdko ucpe prazdné
' misto= pokud budef (2) =2



" b) neni mozné zvolit takovou fuisi hodnotu, aby neexistovaliar; f (x) pii libovolné

volb¢ f (2) budeme ve stejné situaci jako te@choziho fikladu (hodnota v bad2 viibec
. neovliviiuje existenci limity v tomto bag limita je zaleZitosti hodnot okolo).

Hodnotalim f (x) je dana tim¢emu se blizi hodnoty funkce, kdyz se psomax blizi

hodnot a a proto wibec nezavisi na hodridiunkce v bod a f (a).
Spojitost funkce v badla naopak na hodnetf (a) zavisi.

Pr. 5: Najdi:
a) Vztah mezi spojitosti zleva, spojitosti zpraapajitosti funkce v bad
b) Vztah mezi jednostrannymi limitami a limitou viastnim bod
c) Vztah mezi limitou ve vlastnim b&a spojitosti funkce v tomto béd

' z predchozich fikladi vyplyva:

)

' Funkce je v bogla spoijita, pra¥ kdyz je v bod a spojita zleva i zprava.
b)

- Funkce ma v baga limitu, praw kdyz plati lim f (x)=lim_f (x)

9

' Funkce je v bodla spojita, praw kdyz lim f (x) = f (a).

Shrnuti:  Spojitost (nepetrzenost) i limita (blizeni se) jsou snadno podfetme z obrazi.



